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Mathématiques : analyse et approches
Niveau supérieur
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Zone A aprés-midi | Zone B aprés-midi | Zone C aprés-midi

1 heure 15 minutes

Instructions destinées aux éléves

N’ouvrez pas cette épreuve d’examen avant d’avoir regu I'autorisation de le faire.

Une calculatrice a écran graphique est nécessaire pour cette épreuve.

Répondez a toutes les questions sur le livret de réponses prévu a cet effet.

Sauf indication contraire dans l'intitulé de la question, toutes les réponses numériques devront
étre exactes ou correctes a trois chiffres significatifs prés.

Un exemplaire non annoté du livret de formules pour les cours de mathématiques :
analyse et approches NS est nécessaire pour cette épreuve.

Le nombre maximum de points pour cette épreuve d’examen est de [55 points].
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Répondez a toutes les questions sur le livret de réponses fourni. Veuillez répondre a chaque

question sur une nouvelle page. Le total des points ne sera pas nécessairement attribué pour une
réponse correcte si le raisonnement n’a pas été indiqué. Les réponses doivent étre appuyées par

un raisonnement et/ou des explications. Les solutions obtenues a I'aide d’'une calculatrice a écran
graphique doivent étre accompagnées d’'un raisonnement adéquat. Par exemple, si des représentations
graphiques sont utilisées pour trouver la solution, veuillez inclure une esquisse de ces représentations
graphiques dans votre réponse. Lorsque la réponse est fausse, certains points peuvent étre attribués

si la méthode utilisée est correcte, pour autant que le raisonnement soit indiqué par écrit. On vous
recommande donc de montrer tout votre raisonnement.

1.  [Note maximale : 26]
Cette question vous demande d’explorer un jeu de hasard.

Un jeu de hasard consiste a tenter de gagner des bonbons qui se trouvent dans un panier et
se joue en plusieurs tours. Les regles du jeu sont les suivantes :

* Le joueur commence le jeu avec au moins un bonbon.

* Au début de chaque tour, le joueur fait tourner une roue.

» Silaroue indique « gagnant », le joueur gagne un bonbon du panier ; sinon, il doit
remettre un bonbon dans le panier.

* Le jeu continue jusqu’a ce que tous les bonbons soient gagnés par le joueur ou que le
joueur n’ait plus de bonbons.

Considérons d’abord le cas ou il y a un total de trois bonbons dans le jeu.

Fiona commence le jeu avec un bonbon et il y a deux bonbons a gagner dans le panier.

1
La probabilité de tomber sur « gagnant » a n'importe quel tour est de —, indépendamment
du résultat de tout autre tour. 4

(Suite de la question a la page suivante)
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(Suite de la question 1)

Le diagramme suivant montre le nombre possible de bonbons que Fiona posséde au début
de chaque tour ainsi que les résultats possibles des premiers tours.

Nombre de bonbons

0 1 2 3

Début du
tour 1

Début du
tour 2

Début du

tour 3
Début du /
tour 4 ,

Début du
tour 5

Si Fiona gagne au tour 1, elle aura exactement deux bonbons au début du tour 2.
Si elle perd au tour 1, il ne lui restera plus de bonbons au début du tour 2 et le jeu se termine.

La probabilité que Fiona ait exactement un bonbon au début du tour 3 est a et la probabilité
gu’elle ait trois bonbons au début du tour 5 est b.

(@) () Montrez que a= %

(i)  Trouvez la valeurde b.
Au début du tour 5, Fiona a exactement un bonbon.
(b)  Ecrivez la probabilité qu’elle ait encore un bonbon aprés deux autres tours.

(Suite de la question a la page suivante)

Tournez la page
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(Suite de la question 1)
Considérons maintenant le cas ou il y a un total de w bonbons dans le jeu.

Soit R, la probabilité que Fiona ait a la fin tous les w bonbons lorsqu’elle commence un tour
avec n bonbons.

Si Fiona termine un tour sans bonbon, n =0, la probabilité qu’elle ait a la fin tous les
bonbons, R,, est donc nulle et le jeu se termine.

Pour n > 0, si Fiona gagne le prochain tour, elle aura n + 1 bonbons et la probabilité qu’elle
ait a la fin tous les w bonbons est maintenant R

n+1"

De méme, si Fiona perd le prochain tour, elle aura n — 1 bonbons et la probabilité qu’elle ait
ala fin tous les w bonbons est maintenant R, _, .

La probabilité que la roue tombe sur « gagnant » est désormais p,ou O0<p<1,etla
probabilité que la roue tombe sur « pas gagnant» est g, ot g=1—-p et p#gq.

Au début de chaque tour, R est donneée par

R, =qR, +pR, . ,,0un>0.
. . 1
Considérezlecasou w=4 et p= rk
(c) Ecrivez une expression pour R, en fonction de R, et R,. 1

(d) On sait que lorsque Fiona commence un tour avec exactement un bonbon, la
probabilité qu’elle gagne le jeu est R, = 0,025 . Lorsqu’elle commence un tour avec
exactement trois bonbons, la probabilité qu’elle gagne le jeu est R, =0,325.
Trouvez la valeur de R, . [2]

(Suite de la question a la page suivante)
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(Suite de la question 1)

Pour les parties suivantes de cette question, considérons le cas ou il y a un total de
w bonbons dans le jeu et la probabilité que la roue tombe sur « gagnant » est p.

(e) Enexprimant R, comme (p +¢)R,, montrezque R, —R, = Q(Rn -R._). [2]
p
(f) (i) A partir de I3, trouvez une expression pour R,— R, enfonctionde p, g et R,. [1]
2
(i)  Montrez que R,—R, = (ij R,. [2]
P
(i) Deduisez une expression pour R — R | enfonctionde n, p, q et R,. [1]

(@0 () Enconsidérant (R,-R)+(R,-R)+(R,—R)+...+(R,—R_,),ou par toute
autre méthode, montrez que

Ran(1+1+(1J +...+(1) ] [4]
p \p p

_9 1_(q)
(i) A partir de la, sachant que R = P —, montrez que R, = P/ [4]
9
p

p
Il y a maintenant un grand nombre de bonbons dans le jeu.
Fiona débute le jeu avec m bonbons, ou p =0,495.

Une fois qu’elle a obtenu 10 bonbons supplémentaires, elle aura tous les bonbons et le jeu
se termine.

(h) Déterminez la valeur minimale de m pour que Fiona ait au moins 80 % de chances
de gagner 10 bonbons supplémentaires. [4]

Tournez la page
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2. [Note maximale : 29]

Cette question vous demande d’explorer la relation entre les nombres complexes et
un parallélépipéde rectangle dont les dimensions et la diagonale intérieure sont des
longueurs entiéres. Ce parallélépipéde rectangle est appelé une boite de Pythagore.

Une boite de Pythagore, notée PB (u, v, w, t), est un parallélépipéde rectangle de
dimensions u x v x w et dont la diagonale intérieure est de longueur ¢, 00 u,v,w,te Z".
Ceci est illustré dans le diagramme suivant.

la figure n’est pas a I’échelle

I
I
|
: \\\t w
|
| AN
1 AN
/»'- —————————————— \—\——————

e N v

u
(@) Pourlecasou u=9, v=2 et w=6, trouvez la valeur de ¢. [2]

Les nombres complexes z, et z, sont utilisés pour générer une boite de Pythagore,
PB(u,v,w,t),si

2

u=2Re(z,z,%), v=2Im(z,z,%), w=|z,[ = |z, [ et t=|z, [ +|z [, o0 u,v,w,t € Z".

Inversement, pour toute boite de Pythagore, PB (u, v, w, t), il existe deux nombres
complexes, z, et z,, quisatisfont u, v, w et ¢ tels que définis ci-dessus.

Considérez les deux nombres complexes z,=a + bi et z,=c+di,ol a,b,c,d e Z".
(b) (i)  Trouvez une expression pour z,z,* en fonctionde a, b, c et d. [2]
(i) A partir de 1, trouvez une expression pour v en fonctionde a, b, c et d. [1]

(c) Considérezle casou z, =3 + 71 et z, = c + 61 sont utilisés pour générer une boite
de Pythagore.

(i) Montrezque v=14c—36. [1
(i)  Montrez que les seules valeurs possibles de ¢ sont 3 et 4. [4]
(i) Pour ¢=4,trouvez les valeursde u,v,w et . [5]

(Suite de la question a la page suivante)
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(Suite de la question 2)
Il'y a trois boites de Pythagore ayant une diagonale intérieure de longueur 23 .

(d) Sachant que 23 = 1>+ 2% + 3* + 37, déterminez les dimensions d’une de ces boites
de Pythagore. (6]

Les dimensions et la diagonale intérieure de la boite de Pythagore, PB (v, v, w, ),

R I u+vi

peuvent étre utilisées pour former un nombre complexe, z, tel que z = ; .
—-Ww
Considérez la boite de Pythagore PB (26, 38,43, 63).
13+19i
(e) Montrez que, pour cette boite de Pythagore, z = 10 o . [1
Le nombre complexe z peut également s’écrire comme 2 ,0u z, et z, génerent la boite de
Pythagore PB (26, 38,43, 63). Z
On sait que 2 peut étre exprimé comme Z‘Zzz )
% EA

(f) (i) Enconsidérant t—w, montrez que ¢ +d*=10. 2]

(i) A partir de 13, sachant que ¢ > d, trouvez z, et z,. [5]
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